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Fonctions complexes d'une variable reelle 


I Generalites 

I.l Definitions-Exemples 

On suppose que les fonctions qui interviennent ici sont definies sur un domaine T> qui soit un intervalle de 
IR (eventuellement prive d'un nombre fini de points) a valeur dans 1R ou C. Si / est definie sur une partie de 
IR, on ecrit / : ]R —> ]R ou / : ]R —• C et on appelle domaine de definition de / l'ensemble 

Vjr — {x £ IR | /(x) existe} 

Definition I.l Si / : IR —> ]R, on appelle graphe de / l'ensemble des points M du plan de coordonnees 
(x,f(x)) dans un repere donne. 

Si / : V —> C , x i—> /(x) = Re(/(x)) + i Im(/(x)). Les fonctions : x i—> Re(/(x)) et x \—> Im(/(x)) qui 
sont definies sur T> a valeur dans R sont respectivement appelees partie reelle et partie imaginaire de /. 

On definit aussi le module de /, c'est a dire la fonction 

\f\:xi —♦ |/(x)| = ([Re(/(x))] 2 + [Im(/(x))] 2 ) 7 , 
et aussi la fonction conjuguee de / par, / : x i—> f(x) — Re(/(x)) — i Im(/(x)). 

Definition 1.2 Une fonction / : T> —» C est dite bornee si la fonction |/| est une fonction bornee. ie : 

3M e R: Vx e I, |/(x)| < M. 


Exemples 

1 

(1) / : R —» C;x >—> —- + ilnx, Df = ]0,1[ U ]1, +oo[. 

(2) / : R —> C;x i—> exp(ix) = cosx + z'sinx. 

(3) Valeur absolue 

La valeur absolue d'un reel x est le reel positif |x|= max (— x, x) = i X S ! X ~ ^ . 

r 11 v ' y — x si x < 0 

(4) Partie entiere 

La partie entiere d'un reel x est l'unique entier note E (x) tel que : 

E(x) < x < E(x) + 1. 

Exercice I.l Montrer que : 

1. V(x, y) £ R 2 ,£(x) +E(y) < £(x + y) < E(x) + E(y) + 1. 

2. Vx G R, 0 < E(2x) - 2E(x) < 1. 

3. Vx G R, -2 < 3£(2x) - 2E(3x) < 1. 

On munit l'ensemble TCD, C) des applications (fonctions) de D dans C des operations suivantes : 

- Addition : si ( f,g ) € T(D ,C) 2 , on definit l'application (f + g) £ J£(£ ) ,C) par : 

Vx £ V : (/ + g) (x) = fix) + g(x) 

- Multiplication de deux fonctions : si (f,g) £ TCP, C) 2 , on definit l'application (f X g) £ J 7 (' V, C) par : 

Vx £ V : (/ x g)(x) = fix) x gix) 

Remarque I.l II est evident que les regies de calcul dans C s'etendent aux operations sur les fonctions. 

En plus des operations ci-dessus, on munit l'ensemble R) de la relation d'ordre definie par : 

- On dit que f < g sur V si Vx £ V : /(x) < gix). 

Et on dira que / est majoree (resp minoree) sur D s'il existe a £ R tel que 

Vx £ V : fix) < a (resp Vx £ V : oc < fix). 


l 
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1.2 Fonctions monotones 

Soit / : ]R —> 1R, on dit que 
- / est croissante sur un intervalle I si 


- / est decroissante sur un intervalle I si 

pour tout x, y dans I : 

- f est strictement croissante sur un intervalle I si 

pour tout x, y dans I : 

- f est strictement decroissante sur un intervalle I si 

pour tout x, y dans I : 

Si / est croissante ou decroissante sur I, on dit qu'elle est monotone. 


x<y = 

=*/(*) 

Si 

VI 

x<y = 

=►/(*) 

>/(y) 

x<y = 

=►/(*) 

<f(y) 

x<y = 

=►/(*) 

> f(y) 


1.3 Fonctions paires, impaires 

Definition 1.3 On suppose T> symetrique par rapport a 0. Une fonction/, definie sur T), est dite paire si 

Vx EV : /(—x) — /(x) 


elle est dite impaire si 


Vx eT> : /(—x) — —f{x) 


Remarque 1.2 Si / : 1R —■ 1R paire (resp impaire) alors le graphe de / est symetrique par rapport a l'axe (Oy) 
(resp l'origine du repere). 


Proposition 1.1 Les ensembles des fonctions paires et des fonctions impaires de T> dans C sont stables par les 
operations de T(l, C). 


1.4 Fonctions periodiques 

Definition 1.4 Soit une fonction / : 1R —> C . Un reel T est dit une periode de / si 

Vx E 1R : /(x + T) = /(x). 

/ est dite periodique si elle admet une periode non nulle. 

Remarque 1.3 Si / : 1R —> 1R est T — periodique sont graphe est stable par translation de vecteur T i . On 
l'etudie done sur un intervalle de longueur T et on complete en dupliquant le graphe obtenu a 1R "tout entier". 


Exemples 

(1) Toute /onction constante sur 1R est periodique et tout reel en est une periode. 

(2) Les fonctions circulaires cos et sin sont 27r-periodique, et la fonction tan est zr-periodique. 

f 1 si X G O 

(3) La fonction / : x \—> < 0 si x f. Q esl: periodique et tout rationnel en est une periode. 


Proprietes 

(i) La somme (resp le produit) de deux fonctions T-periodique est aussi T-periodique. 

(ii) Si / est T-periodique alors g o f est T-periodique pour toute fonction g (telle Im/ C Vg). 

2 


exosup.com 


page facebook 



B. Seddoug. Mediane Sup, Oujda 


Fonctions complexes d'une variable reelle 


II Limites et continuite 

On rappelle que lorsqu'on parle de limite en a £ RU {-oo;+oo} de/il faut que / soit definie sur un 
domaine T> qui soit un intervalle (eventuellement prive d'un nombre fini de point) tel que a en soit un point 
(eventuellement manquant) ou une extremite, on dira alors que a est un point adherent a 'D. Et pour que / soit 
continue en a il faut d'abord que / soit definie en a c'est a dire que a £ T>. 

On suppose dans toute la suite que V contient un intervalle I ou deux de type suivant: 

- I — [b,a[, b £ RU {- 00 } . 

— 1 — ] zz, /?],/? £ 1R U { “Hoo j-. 

On dira qu'une propriety est vraie au voisinage de a s'il existe un intervalle I de la forme a — u, a + p], 
(p > 0) si a £ 1R, [b, +00 [ si a = +00 et ] — oo, b] si n = — 00 , tel que la propriety en question soit vraie sur I (I'D. 

II.1 Definitions - Exemples 

Soient / : T> —► C, a adherent a T> et £ £ C. 

Definition II.l On dit que / tend vers £ lorsque x tend vers a, ou que lim f(x) — £ si lim \ f(x) — l\ — 0,(les 
deux barres verticales pour le module dans C ), ie : 

(1) Si a £ 1R, 

V£ > 0,> 0 tel que Vx £ V, \x — a\ < q => | f(x) — £\ < e. 

(2) Si a — +oo, 

Ve > 0, 3A £ 1R tel que Vx £ V, x > A => |/(x) — £\ < e. 

(3) Si a — — oo, 

Ve > 0, 3A £ 1R tel que Vx £ V, x < A => |/(x) — i\ < e. 

Remarque II.l Dans les definitions ci-dessus le reel £ peut etre pris aussi petit que l'on veut, ainsi une condi¬ 
tion du type £ < 10~ 10 est sans "danger”. 


Exemples 

(1) lim exp(z'x) = 1. En effet on a : 

x —>0 


|exp(zx) — 1| = |(cosx — 1) + zsinx| 

= 2 ^cos 2 f — l) + si 


sin I cos I 


= 2 | sin 11 | — sin | + i cos \ | 

- 2 I sin i I 


et comme lim sin | =0 alors lim exp(zx) = 1. 

V ifl v —vfl 


v exp(z'x) exp(z'x) 

(2) lim ———— lim ——— 

x—t+oo X x—> — 00 X 


— 0, car 


exp(zx) 


111 

= tt et lim r—r = lim 1 —r = 0. 

X x^+00 X x^-00 X 


Definition II.2 Soit f : T> —> C, a £ T>. On dit que / est continue en a £ T> si lim /(x) = /(«)• 
Pour les fonctions de 1R dans 1R, on a en plus les cas de limites infinies : 

Definition II.3 Soit / : T> —> IR et a un point adherent a T>. 

(4) Si a £ IR, on dit que f(x) —» + 00 , ou que lim f(x) — +00 si 

X ►« X—►« 

MA > 0, Bq > 0 tel que Vx £ V : |x — a\ < rj ==>• f(x) > A. 

(5) Si a £ IR, on dit que f(x) —> — 00 , ou que lim f(x) — —00 si 

x —>a x—>a 

MA < 0,> 0 tel que Vx £ V : |x — a\ < rj => /(x) < A. 
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( 6 ) On dit que fix) —> +oo, ou que lim fix) — +00 si 

X - > + OO X —>+00 

VA > 0, 3B > 0 tel que Vx £ P : x > B =>• f(x) > A. 

(7) On dit que/(x) —> — 00 , ou que lim f[x) — — 00 si 

x —>+00 x —>+oo 

VA < 0, 3B > 0 tel que Vx £ P : x > B ==>- /(x) < A. 

( 8 ) On dit que fix) —> +oo, ou que lim fix) — +00 si 

x —>—00 x —t—OO 

VA > 0, 3B < 0 tel que Vx £ P : x < B =>- /(x) > A. 

(9) On dit que/(x) —> — 00 , ou que lim f(x) — — 00 si 

x —>—00 x —t—OO 

VA < 0,3B < 0 tel que Vx € P : x < B => /(x) < A. 

Remarque II .2 Dans les definitions ci-dessus le reel |A| peut etre pris aussi grand que l'on veut, ainsi une 
condition du type |A| > 10 10 est sans "danger". 

Limite a droite et limite a gauche en un point 

II arrive que certaines fonctions ne soient definies que d'un seul cote par rapport a un point a ou qu'elles 
changent de comportement en passant d'un cote a l'autre du point a, dans ce cas on definit les notions de limite 
et continuite a gauche et a droite. 

Definition II.4 Soit / : 'D —> C et a un point adherent a T>. On dit que / admet une limite £ a droite (respec- 
tivement a gauche) de a si la restriction de / a 'Pn \a, + 00 [ (respectivement a Pn ] — 00 , a [) admet l pour limite 

en a. On ecrit lim/(x) — £ (respectivement a lim/(x) = £). 

a+ a~ 

Definition II.5 Soit / : P —> C et a G P. On dit que / est continue a droite (respectivement a gauche) de a si 
lim/(x) = f(a) (respectivement a lim/(x) = /(«))• 

a~ 

Proposition II.1 Soit / : P —> C et a G P. / est continue en a si et seulement si / est continue a droite et a 
gauche en a. 

Preuve: II suffit d'utiliser les definitions des limites. 

Exemples 

( 1 ) Soit / la fonction definie par 

( f(x) — 0 si x < 0 

\ /(x) = e~ x ! x si x > 0 

etudier la continuite de / en 0 . 

(2) La fonction partie entiere 1R —> R; x 1 —> E (x) n'est pas continue a gauche en tout point n G Z. 

1 

(3) La fonction f : R —> R;x 1 —> - n'admet pas de limite en 0 car lim f(x) — +00 et lim f(x) — —00 sont 

J X r 0+ 0- 

differentes. 

Theoreme II.1 Soit / : P —> C et a un point adherent a P. Si / admet une limite en a alors cette limite est 
unique. 

Demonstration de l'unicite dans le cas de limite finie en un point: Pour montrer l'unicite, on suppose 

\£ - £'\ 

que / admet deux limites £ et £' en a G R tels que £ f £'. Avec £ = -—-—, en utilisant le (1) de la Definition 

|H.l| respectivement pour t et £', il existe p et f tels que pour tout x G P verifiant \x — a\ < 77 et |x — a\ < q' , 
on ait 

£ — e < /(x) < £ + e et£' — e< /(x) < £' + e 
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ce qui implique 
done 

ce qui est absurde. 


t — £<£' + £ et — £ < £ + £ 
£ - d < 2e et £' - £ < 2e 


II.2 Proprietes 


On resume les proprietes sur les operations dans le tableau suivant ou on a pose lim / = /, I i m g = V. 


Fonction 

Hypotheses sur f et g 

Conclusion 

f+g 

l,V e € 

f et g reelles, / minoree au voisinage de a et /' = +oo 
f et g reelles, / majoree au voisinage de a et L = — oo 

lim(/ + g) = l + V 

lim(/ + g) = +00 
lim {f + g) — -oo 

fg 

/,/' e € 

f et g reelles, / minoree au voisinage de a par a > 0 et l' — ±oo 
f et g reelles, / majoree au voisinage de a par 13 < 0 et 1' — ±oo 
/ bornee et /' = 0 

lim(fg) = IV 

lim(fg) = 1 — ±oo 
lim (fg) = -V = =Foo 
hm(fg) = 0 


1^0 

lim \ = y 

U J 1 


f reelle, / > 0 au voisinage de a et / = 0 

.. 1 

lim —; = +oo 

a f 

1 

7 

/ reelle, / < 0 au voisinage de a et / = 0 

lim 7 = — oo 

a f 


/ reelle, 1 — ±oo 

1 

lim -z — 0. 

a f 


Exercice II.1 Montrer les proprietes ci-dessus en utilisant la definition de la limite. 

Remarque II.3 En particulier la somme, le produit et le quotient de fonctions continues en un point a est 
continu. 

On deduit en particulier les limites de fonctions polynomes et rationnelles (connues) en ±oo. 

En plus des proprietes ci-dessus, on a : 

Proposition II.2 Soit / : T> —> C etaun point adherent a T>. Si lim/(x) = £ alors lim/(x) — £ et lim |/| (x) = \£\. 

X t d x. X 

Preuve: La faire en utilisant la definition de la limite, puis en utlisant la Theoreme |II.2| ci-dessous. 

Le resultat suivant ramene l'etude d'une limite de fonction complexe a l'etude des limites de deux fonctions 
reelles : 

Theoreme II.2 Soit / : T> —• C et a un point adherent a T>. lim /(x) — £ si et seulement si 

f limRe/(x) = Re(^) 

| limlmf(x) = Im(^) 

k x—>a 

En particulier / est continue en a ssi Re / et Im / le sont. 


5 











B. Seddoug. Mediane Sup, Oujda 


Fonctions complexes d'une variable reelle 


Preuve: Si f(x) — u(x)+iv(x) —> £ — a + i/3 alors fix) — u(x) — iv(x) —> £ = a - ifi, done 

x—>a x—>a 

«(*) = \ (. f ( x ) +/(*)) —tc \ i £ + ^) = a et = Yi (/^ Yi { e ~ ^ = 13 ■ 

Reciproquement, si u(x) —> ccetv(x) —> /3 alors f(x)—u(x)+iv(x) —> oc + ij5 — £. 


Exemples 

(1) La fonction x i—> e' x est continue sur 1R. 

g‘X 

(2) la fonction x i-• — n'a pas de limite en 0. (Demontrer le 

Theoreme II.3 Soit / : T> — * C et a un point adherent a T>. Si lim fix) — l (/ G C) alors / est bornee au 
voisinage de a. 

Theoreme II.4 Soit / : T> —• IR et a un point adherent a T>. Si lim f(x) — l 7 ^ 0 alors / est de meme signe que 
l au voisinage de a. 

Exercice II.2 Soit / : T> —• IR et a un point adherent a T>, telle que lim f(x) = l > m. Montrer que f(x) > m 
sur un voisinage de a. 

II.3 Proprietes avec la relation d'ordre 

Dans le cas de fonctions reelles (de IR dans IR), on a : 

Theoreme II.5 Si / < g au voisinage de a et si lim/ et limg existe dans IR U {+ 00 ; — 00 } alors lim/ < limg. 

Theoreme II.6 Si | f{x) — £\ < 0(x) au voisinage de a et si lim 9(x) = 0, alors lim f{x) = £. 

Theoreme II.7 Si <x < / < / au voisinage de a et si lim oc(x) = lim (i{x) = £ existe dans IR U {+ 00 ; — 00 } alors 
lim/(x) = £. 

Theoreme II .8 Si / < g au voisinage de a et si limg/x) — +00 alors lim/(x) = + 00 . 

Exercice II.3 Demontrer les theoremes precedent dans le cas a £ IR. 


II.4 Composition des limites 

Theoreme II.9 Soient / : T> —> V et g : V —> C, et soient a,b £ IRU {+ 00 ; —c»} tels que lim/ — be t 

lim g — £ alors lim g o / = £. En particulier la composee de fonctions continues est continue. 

b a 

Preuve: Distinguer les cas a et b reels ou infinis. 

Exemples 

(1) lime" 1 /* 2 =0. 

(2) Chaque fonction rationnelle est continue sur son 'D f . 

(3) Si / est continue, \ f\ est continue. 

(4) Si / est continue positive alors f est continue. 
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II.5 Fonctions continues sur un intervalle 

Definition II.6 Soit / : I —> C, on dit que / est continue sur I si elle Test en tout point de I (si I n'est pas 

1 

ouvert, la continuuite sur I comprend la --continuite aux extremites). 

On note C(I, C) ou C°( I, C) l'ensemble des fonctions continues de I dans C. 

Proposition II.3 Si / est continue alors |/| et / sont aussi continue. 

Proposition II.4 L'ensemble C(I, C ) des fonctions continues sur I a valeur dans C est stable pour les lois 
usuelles. 

Remarques 

(1) Si / est continue sur [a, b] et [b, c ] alors / est continue sur [a, c]. 

(2) Si / est continue sur I et / C I alors / est continue sur /. 

Image d'un intervalle par une fonction continue 

Theoreme II.10 (Theoreme des Valeurs Intermediates) Soit I un intervalle de 1R et / : I —> 1R continue. 
L'image f{l) est un intervalle. 

En particulier si a < b E I tels que f{a)f(b) < 0 il existe c 6 ]a, b[ tel que /(c) = 0. 

Preuve: En seconde periode. 

Theoreme II.11 Soit / : I —- 1R, I intervalle de 1R, / continue et stritement monotone, alors / : I —> / = /( I) 
est bijective, et l'application / _1 : / —> I est continue et de meme sens de monotonie que /. 

Preuve: En seconde periode. 

Remarque II.4 Les graphes de / et / -1 sont symetriques l'un de l'autre par rapport a la droite {y — x). 


Ill Derivees 

III.l Definitions - Exemples 

Definition III.l Soit / : D —- C, a G 'D. On dit que / est derivable en a si lim —— UlJL existe dans 1R. On 
note alors /'(a) cette limite, on a done 


X^a x — a 


/'(„) = lim Ml = lim f±±ipm , 

x^a X — a h^O II 

Le reel fa) est appele le nombre derive de f en a. 

Remarque III.l Cela suppose done que a est un point interieur T>. 

Definition III.2 Si / est derivable en tout point de T>, on dit que / est derivable sur 'D et la fonction 

f : V —iQn—♦/'(*) 

est la fonction derivee de / sur 'D. 

Definition III.3 (Derivee a droite et a gauche) On dit que / est derivable a gauche (resp a droite) en a si le 
taux d'accroissement ^ ———- admet une limite a gauche (resp a droite) en a. On note alors fg{a) (resp 
ffa)) cette limite. On a done : 

fM = lim EdW et /» = lim 


x — a 


x — a 


7 
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Remarque III.2 Si / est derivable en a alors 

/(*) = /(«) + /'(«) (*-«) + (*“«) | ~ /'( fl )} 

"- >, -' 

=£(*) -> 0 

x —>u 

On peut done approcher, au voisinage de a la quantite f(x) par l'expression affine f(a) + f (a) (x — a). 


Le resultat suivant ramene l'etude et le calcul des derivees de fonctions a valeur complexe aux fonctions a 
valeur reelle. 


Theoreme III.l Soit / : 'D —• C, a <E T>. f est derivable en a si et seulement si Re(/) et Im(/) le sont et on a 
alors 


f( x ) — (Re/) / («) +i(Im/)'(a). 


Preuve: Application du Theoreme II.2 


Exemples 

(1) La derivee d'une fonction constante est la fonction nulle. 

(2) f : x i—> ax + b ; f{x) — a pour tout rglR. 

(3) / : f i—> e lx ; f'(t) — ie lx pour tout x G IR. 

(4) Les fonctions polynomials se derivent de la meme maniere. 

Definition III.4 Soit / : T> —* IR, a G 'D. La droite d'equation y — f(a) + f (a)(x — a) est appelee la tangente 
de / au point d'abscisse a. 



Tangente a une courbe 

Remarque III.3 Si la fonction / est derivable a gauche (resp a droite), on parle de demi-tangente. 
Exemple III.l f{x) — x \x — 1| en a — 1. Ona/^(l) = 1 et/^(l) = —1. 



Point anguleux 











B. Seddoug. Mediane Sup, Oujda 


Fonctions complexes d'une variable reelle 


*)-/(«) - A w 
—— - a droite et/ou a 

x — a 

gauche en a la courbe admet une tangente ou demi-tangente verticale. 


Remarque III.4 Soit / : V —> 1R, a G T>. Si la limite du taux d'accroissement 


/( 




.. f{x) - f{a) 
lim ———— + 
a+ x — a 


,• /W~/(«) 

= —oo 

«+ x — a 




.. f(x)—f{a) fix)— f(a) 

lim — J -^-L — —oo lim — -goo 

a~ X — Cl a~ X — Cl 

111.2 Proprietes 

Theoreme III.2 Si / est derivable en a alors elle est continue en a. 

Remarque III.5 La reciproque est fausse. x i—> x en 0. 

Theoreme III.3 (CN d'extremum) Soient I un intervalle ouvert de iR et f : I —» IR derivable en a G I. Alors 
/ admet un extremum en a si et seulement si f {a) =0. 

Remarque III.6 La reciproque est fausse. x i—> x 3 en 0. 

Remarque III.7 a n'est pas une extremite de I.. 

111.3 Operations sur les fonctions derivables 

Somme 

si / et g sont derivables sur I alors / + g est derivable sur I et on a : 

Wxel: (f + g)'(x ) =f , (x)+g'(x). 

Produit 

si / et g sont derivables sur I alors / X g est derivable sur I et on a : 

Vxe I :(fx g)'(x) = f'(x)g(x) +f(x)g'(x). 
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Quotient 


/ 


si / et g sont derivables sur I et g ne s'annule pas alors — est derivable sur I e t on a : 

& 


V.v 6 J : (£)'(*) = fflfcSB , 


Derivees de fonctions usuelles 


/(*) 

/'(*) 

Df 

x m ; m £ IN 

mix ’" -1 

IR 

a £ € 

ae ax 

IR 

lnx 

i 

X 

IR!/ 

cosx 

sinx 

IR 

sinx 

— cosx 

IR 

tanx 

1 + tan 2 x 

IR\{-J+fc7r|fc£Z} 


Application reciproque 

Soit / : I —> / bijective, derivable sur I, alors en tout point y — fix) £ / tel que f (x) n'est pas nulle, on a : 

i f 0 (3/) = f'(f-Hy)Y 

Exemples (reciproques des fonctions circulaires) 


/(*) 

/'(*) 

Df et Dfi 

arccosx 

-1 

[—1,1] et ]—1,1[ 

\/l — x 2 

arcsinx 

1 

[—1,1] et ]—1,1[ 

Vl “ X 2 

a re tan x 

1 

IR 

1 + X 2 


Composee d'applications 

Si / est derivable sur I et g derivable sur / D / (I) (g : } —- C) alors go f est derivable sur I et on a : 

Vxel: (go f)' (x) =f'(x)g' (/(*)). 

Preuve: On pose f(x) = f(a) + cp(x)(x - a ) et g(y) = g(f(a)) + xp(y)(y - f(a)). 

Done g(f(x)) =g(f(a))+M>(f(x))(f(x) - f(a)) = g(f(a))+^>(f(x))<p(x)(x-a) 

'-V-' 

O(x) 

O etant continue en a done go f est derivable en a et on a : 

(g° /)'(«) = = g'(f(a))f(a). 
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Derivees de fonctions usuelles La propriety ci-dessus permet de deriver les fonctions suivantes : 


f(x) 

f(x) 

Df et Df i 

x r , r G 1R+ 

rx r 1 

M* + 

In \u(x)\, u(x) 7^ 0 

u'(x ) 
u(x) 

D tl et D u , 

e“W, u : 1R —»• € 

u'{x)e u W 

D u et D„, 


III.4 Derivees successives 

Definition III.5 On dit que / : I —> C est n fois derivable (n G IN*), s'il existent /o,/i, —,fn telles que /o = / 
et Vi G [0, n — 1] /; est derivable sur I et f- = fi+\. 

On note alors 1 la fonction f n et on l'appelle la derivee n elr “’ de / sur I. 

On convient que — f. On note les premieres derivees par 


Exemples 


( 1 ) (*«)(") = 


ml 

7 - —x m "si n < m, 

(m — n)l 

0 si n > m. 


(2) ( e x )^ = e x pour tout n. 


( 3 ) 



(—l)"n! 
x n+1 


Proposition III.l L'ensemble D" (I, C) des fonctions n fois derivables sur I est stable par addition et multipli¬ 
cation des applications. Et on a pour tout /, g dans D" (I, C) : 

(/ + £)W =/(") +g(») etVA G € : (A/)W = \f (n \ 

Pour la multiplication on a la formule de Leibniz suivante : 

Theoreme III.4 (Formule de Leibniz) Si f,g G D"(f, 1R) alors fg G D"(7,IR) etona : 

C fs) [n) - t Wf ip) g {n - p) - 

p=0 

Preuve: Par recurence sur n. Elle en tout point semblable a cette la formule du binome de Newton dans un 
anneau. 


Fonctions convexes 

Definition III.6 Soit / : I —> 1R deux fois derivable sur I, on dit que / est convexe (resp concave) sur I si 
f" > 0 (resp f" < 0) sur /. 

Remarque III. 8 Si / est convexe —/ est concave et reciproquement. 

Definition III.7 Un point oil la fonction change de concavite est dit point d'inflexion de la courbe de /. 
Remarque III.9 Un point d'inflexion est un point ou la derivee seconde f" s'annule en changeant de signe. 
Exemple III.2 f(x) — x 3 . et f(x) — x 4 . 

Theoreme III.5 Soit / : I —> 1R deux fois derivable et convexe sur I (I intervalle) alors on a 

Vjq £ l,Vx G I: f(x) > f(x o) +f'(x 0 )(x - xq). 
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Remarque III. 10 Le theoreme precedent exprime le fait que le graphe d'une fonction convexe est situe au 
dessus de ses tangentes. Et done une fonction concave est au dessous de ces tangentes. 



Fonction convexe. La courbe est au dessus de ses tangentes 


III.5 Etude globale des fonctions derivables 

Theoreme de Roll^] 

Theoreme III.6 Soit / : I — [a, b] —> 1R, continue sur [a, b] derivable sur ]a, b telle que f(a) — f(b) r alors il 
existe c € ]a, b[ tel que/'(c) = 0. 

Preuve: En seconde periode 



Theoremes des accroissements finis 

Theoreme III.7 Soit / : I — [a, b\ —• 1R, continue sur [a, b\ derivable sur a, b[, alors il existe c £ \a, b[ tel que 
f(b) — f (a) — f'{c){b — a). 

Preuve: On utilise le theoreme de Rolle avec la fonction : 

g(x) = f(x) - - f ^ b _^ a \ x - a). 

'Frangais. 1652-1719. 
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Theoreme III.8 Soit / : I —> ]R, continue sur I derivable sur I \ {a} (a G T). Si f' admet une limite i en a (resp 
a droite ou a gauche en a) alors / est derivable en a (resp a droite ou a gauche en a) et on a 

f'{a ) — lim f'(x) — i. 
x—>a 


Preuve: On a 1^*1 —— f'(c x ) avec c x E }a, x [. Done quand x tend vers a, c x aussi tend vers a et done 


x — a 


r / f ( 

d'apres la composition des limites on a, lim ' — ^ = lim f'(x). 


x — a 


_ 1 _ , , 1 _j_ 

Exemple III.3 f(x) — e * 2 si x ^ 0 et /(0) = 0. On montre que f' n > (x) — P„(^)e * 2 pour tout n et done 

lim /(") (x) = 0, done / est C°° sur 1R. 

x — >0 


Exemple III.4 (/ derivable en un point sans que f admette de limite en ce point) Avec 


/(x) = 


_Jx 2 sin - si x 0, 


X 

0 si x — 0. 


Ona/'(0) = 0 et lim f(x) n'existe pas. 

x —>0 


Theoreme III.9 Soit I un intervalle et Soit / : I —■ 1R, derivable sur I, alors on a : 

(1) / est constante sur I si et seulement si /' — 0 sur I. 

(2) / est croissante sur I si et seulement si f > 0 sur 1. 

(3) / est decroissante sur 1 si et seulement si f < 0 sur I. 

Preuve: Utilise le T.A.F. 


Remarque III.ll Si f > 0 (resp f < 0) sur I sauf peut etre en un nombre fini de points ou elle est nulle alors 
/ est strictement croissante (resp strictement decroissante). 


Inegalite des Accroissements finis 

Theoreme III.10 Soit f : I — [a, b\ —> C, continue sur [a, b] derivable sur ]a,b[. 
Si \ f'\ < M sur ]a,b[ alors \f(b) — f(a)\ < M(b — a). 


Interpretation geometrique 
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m < f < M. La courbe est situee entre les deux droites y = b + M(x — a) et y — b + m(x — a). 


Plan d'etude d'une fonction 

On etudie la fonction / : x 


(x-l)^/x. 


(1) Domaine de definition. Df = 1R+. 

(2) Continuite et limites. / est continue sur Df et on a lim fix) — 

J +OO 


-oo. 


1 _ i 

(3) Derivabilite et variations. / est derivable sur HL et f'(x) — - —D'ou le tableau de variations 

2 yj x 

suivant: 




X 

0 T 

+oo 

/' 

- o + 

/ 

U \ 3W ^ + °° 


f (■'0 

(4) Branches infinies. On a lim/ = +oo, on examine lim - - = +oo. Done / admet une B.P.D.A l'axe (O i/). 

+00 +00 X 


(5) Representation graphique. 



/ 0) = (x-l)y/x. 


Etude de suites recurrentes 

On etudie la suite 

f "0 = h 

\ u n+ i = ln(l +2 m„). 
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2 2 

Avec fix) = ln(l + 2x) et fix) = -—, on a \f x)\ < -, Vx > 1, done on; 

J ^ 1 + 2x u 3 


t\ f; 3 |Un £\ 


< 


(^3) 1 ^1 


< 


72 + 1 


| MO 


Ou £ est l'unique solution de l'equation f(x) = x. 



IV Fonctions usuelles 

Les fonctions usuelles sont connues. On rappelle les definitions des fonctions reciproques des fonctions 
circulaires et les fonctions hyperboliques et leurs reciproques. 


IV.l Fonctions hyperboliques 

On definit les fonctions sinh, cosh et tanh (respectivement sinus, cosinus et tangente hyperbolique) par : 


sinh(x) 



e x + e~ x 

cosh(x) = --- et tanh(x) 


sinh(x) 
cosh(x) ’ 


sinh est impaire et cosh est paire et on a les relations suivantes : 

- cosh 2 (x) — sinh 2 (x) — 1, e x — cosh(x)+sinh(x). 

- (sinh(x))' = cosh(x) et (cosh(x))' = cosh(x). 


x(t) — cosh(f) 


y(f) = sinh(f) 


Remarque IV.l le parametrage 
pebole 

x 2 — y 2 = 1, ce qui justifie l'appellation "hyperbolique". 


, permet de decrire la branche d'abscisse positive de l'hy- 


Exercice IV.l Construire les graphes des fonctions precedentes. 


IV.2 Reciproques des fonctions hyperboliques 

arcsinh 

sinh est continue strictement croissante de 1R vers 1R. Elle admet done une reciproque, notee argsinh (pour 
argument du sinus hyperbolique), qu'on peut calculer explicitement: 

eV - e~y 

Vx, yeR:y = arcsinh(x) -<=>- x — sinh(y) = -. 
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D'ou \e 2 y — le'Jx — 1=0 done e y = x ± \J x 2 + 1. 

La seule racine positive est x + V x 2 + 1 . On a done : 


Vx £ 1R : arcsinh(x) = In ^x + \J x 2 + 1^ 


- argsinh est derivable sur 1R et on a : arcsinh 7 (x) = 


V x 2 + 1 


arccosh 

cosh est continue strictement croissante de [0,+oo[vers [l,+oo[. Elle admet done une reciproque, notee 
arccosh (pour argument du cosinus hyperbolique), qui verifie : 


V(x, y) £ [0, +oo [ x [1, +oo[ : y — arccosh(x) -<=> x = cosh(y) = 


e'J + e~y 


On verifie que : 

- arccosh est derivable sur [1, +oo[ et on a : arccosh 7 (x) = 


Vx £ [1, +oo[ : arccosh(x) = In ^x + \Jx 2 — 1^ 

1 

\J x 2 — 1 


arctanh 

On definit de la meme facon la fonction arctanh par : 

V(x,y) GlRx ]—1,1 [:y — arctanh(x) +=+ x = tanh(y). 

Et que 

Vx £ ]—1,1 [: arctanh(x) = ^ In jj—'- 1 


x 


1 


- arctanh est derivable sur 1—1. If et on a : arctanh 7 (x) = - 

J 1 w 1 - x 2 

Exercice IV.2 Representer graphiquement les fonctions precedentes. 

IV.3 Reciproques des fonctions circulaires 

On definit les fonctions reciproques des fonctions circulaires par les relations suivantes 


V(x,0) £ [-1,1] X 


7T 7T 

2' 2 L 


arcsin(x) = 0 +=+ x = sin(0). 


V(x,0) £ [—1,1] x [0, 7t] : arccos(x) = 0 -<=> x = cos(0). 


V(x,0) eEx 


7T 71 

2 ’ 2 L 


: arctan(x) = 0 +=+ x = tan(0). 


On verifie les proprietes suivantes : 

- Les fonctions arcsin et arccos sont derivables sur ] — 1,1 [ et on a : 

1 — 1 
Vx £ ] —l,l[,arcsin 7 (x) = . , arccos 7 (x) = 


VT— 


Vl — x 2 


7T 


- Vx £ ] —1,1[ : arccos(x) + arcsin(x) = —. 

- La fonction arctan est derivable sur 1R et on a 


Vx 


£ 1R, arctan 7 (x) = - 

v ' 1 + x 2 
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1 7t 

- la formule arctan(x) + arctan(-) = — pour tout x > 0 est utile. 




sinx et arcsinx 



arctanx 


V Developpements limites 

V.l Definitions - Exemples 

Dans toute la suite / : I —> R et Xq un point interieur a I. 


Definition V.l On dit que / admet un developpement limite (D.L), a l'ordre n (n E IN), en Xq s'il existe 
(a 0 , ii ],a n ) e R" +1 et une fonction £ : I —> R tels que 

n 

f{x) — V a^(x — x 0 ) k — (x — xo) n e(x) avec lim £(x) — 0. 
k=o x ^ x ° 

n , n 

Onecritalors/(x) — £ a^(x — Xq) k + (x — Xq)"£(x) (quand x —> Xq). On dira que lepolynome F(x) = £ a^(x — x o) fc 
k=0 k=0 

est la partie reguliere et (x — xq )" £ (x j le reste du developpement limite. 


Definition V.2 Si / — ]a, -too[, on dit que / admet un developpement limite generalise (ou developpement 
asymptotique), a l'ordre n, en +oo s'il existe (fly, a \,..., a n ) E R" +1 et une fonction £ : I —> R tels que 


/(*) 


n 


E 

k =0 


Ok 

vk 


—f(x) avec 
x" v ’ 


lim f(x) = 0. 
x —>+oo 
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Exemples 

(1) Dormer le DL de f(x) — 1 + x — 2x 2 en 0 a l'ordre 1 puis 2 puis 3. Que dire des fonctions polynomials 
en 0? et en tout point ? 

(2) Donner le DL de f(x) = x 3 sin(l /x) en 0 a l'ordre 2. Est ce que / admet un DL en 0 a l'ordre 3? 

(3) Donner le DL de fix) = e _1 /- x2 en 0 a l'ordre 3. 

X 

(4) Donner le DL de f(x) — — ^ en 0 a l'ordre 3. 

sin x 

(5) La limite usuelle lim- = 1, donne : 

X 

sin x — x + xe(x), avec e(x) —> 0, 

x —>0 


qui est un DL en 0 a l'ordre 1 de la fonction sin. 

1 

2' 


cos x — 1 1 

(6) La limite usuelle lim- 2 - — — donne : 


X z 


1 

cos x — 1 — -x 2 + x 2 e(x), avec e(x) —> 0, 

2 x—>0 


qui est un DL en 0 a l'ordre 2 de la fonction cos . 


Proprietes 

(1) Si lim f(x) — flf) alors / admet un DL a l'ordre 0 et reciproquement. Dans ce cas 

x^x 0 

f(x) — ciq + e{x), avec e{x) —> 0. 

X 


(2) Si / admet un DL d'ordre 1 en Xq : 

f(x) — ao + a\{x — xo) + ( x ~ xo)e(x), avec e(x) —> 0. 

alors / admet ag comme limite en xq (i.e / est continue en Xq) et / derivable en Xq avec f ( xq) — ii \. 

Question : Si / admet un DL a l'ordre 2 est ce qu'elle est 2 fois derivable ? Pas necessairement. Par exemple la 

1 1 

fonction f : x i—> x 3 sin - admet un DL en 0 a l'ordre 2 car fix) = x 2 e(x), avec e(x) = x sin - —> 0, 

x x x — >x 0 

mais elle n'est pas deux fois derivable en 0 (deja vue). 


Remarque V.l Par un changement de variables h = x — Xo ou h — — on peut toujours se ramener au cas oil 

xo = 0. 

V.2 Proprietes 

Theoreme V.l Si / possede un DL„ en xo alors il est unique dans le sens suivant. 

H 1c H le 

Si /(x) — Y. a k (x - x 0 ) K + (x - x 0 ) n e 1 (x) — Y b k (x - x 0 ) K + (x - x 0 ) n e 2 (x) 
k=0 k =0 

Alors a k = b k pour tout k G [0, n \]. 

Preuve: Utilise l'unicite de la limite. Remarquer que 


ao — lim fix), a\ = lim 

X^Xq X^Xq 


f{x)~ao 

X — Xq 


a 2 = 


f (x) — ap — a k (x x 0 ) 
x^x 0 (x - Xo ) 2 


ce qui permet de montrer l'unicite des a k par recurrence. 


Theoreme V.2 Si / admet un DL a l'ordre n, alors elle admet un DL a tout ordre p <n dont la partie reguliere 
est deduite par troncation. 
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Preuve: Par troncation on entend le polynome obtenu a partir d'un autre en eliminant des termes de degre 
superieur a p. 

Theoreme V.3 Soit / : I —> C, (0 G I) admettant un DL : /(x) — Y a k xk + x n e(x), en 0, 

k=o 

(i) Si / est paire alors a k — 0 pour tout k impair. 

(ii) Si / est impaire alors a k — 0 pour tout k pair. 

Preuve: Decoule de l'unicite d'un DL. Si / est paire alors les fonctions x \—> fix) et x \—> /(—x) sont 
egales, done leurs DL sont egaux. 


V.3 D.L de fonctions usuelles 


On admet les DL en 0 des fonctions usuelles pour tout n G IN. 

- e* = l + * + ^ + ... + ^ + ... + ^+ *»£(*). 

2! k\ n\ 

.. . a(a-l) , a(a— l)..(a — n +1) 

- (1 + x) a = 1 +OCX+ - -X 2 + ... + —-- -x" 


1 -f - X 
1 

1 — X 


2 ! 

— 1 — x + x 2 — ... + (—l)"x" + x n e(x). 

— 1 + x + x 2 + ... +x n + x n e(x). 


n\ 


y3 y2fZ + l 

X 2 x 2n 

- cosx = l-- + ... + (-l ) n j2ny+x 


x 2 " +2 e(x). 
, 2 n+ 1 £(x). 
2 ,i+ 2 £(x). 


- sinh x = x + — 




- coshx = 1 


x^ 

2 ! 


(2n +1)! 

v-2 n 


(2 «)! 


+ X 2 n+ 1 £(x). 


ln(l + x) = x — + ... + ( — 1)”- + x n £(x). 

2 n 


x n £(x). 


a apprendre par coeur. Justification en seconde periode. 


V.4 Regies de calcul des D.L 

Somme et produit 


Si deux fonctions / et g admettent les DL/(x) = Y a k (x — x 0 ) k + (x — x 0 ) n e(x) et g(x) = Y b k {x — x 0 ) k + 

k= 0 k=0 

(x — Xo) n £(x) en xo a l'ordre n, alors 

n , 

- (/ + g) admet un DL en xo a l'ordre n, et (/ + g) (x) = Y i a k + fyt) (x — xo) fc + (x — xo) n £(x). 

fc=0 

n , 

- ( fg ) admet un DL en xo a l'ordre n : ( fg)(x) — Y Ck{ x — xo p + (x — xo) n £(x). les c k sont obtenus en 

k= o 


n , n 

effectuant le produit Y a k( x — x o) k Y b k {x — xq) ( et en ne gardant que les termes de degre < n. 

k =0 k =0 


Composee de deux fonctions 

Si f{x)— Y a k xk + x n e(x) avec a 0 — 0 (i.ef(x) —> 0)etg(x) = Y b k x k + x n e{x), alors 
k =o *—>0 k=o 

(. g°f)( x ) = E d k x k + x n e(x). 
k=o 

n ( n \1 

les d k sont obtenus en effectuant la composee Y b, l Y a k x< 1 e t en ne gardant que les termes de degre < n. 

j =0 \k =0 ) 
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Inverse d'un DL 

On suppose qu e f(x) — 1 — u{x) avec u(x) 


—y 0. Si u(x) possede un DL en 0 a l'ordre n 

x —>0 


n 

u(x ) = Y a i xl + x ll e(x ) 
i =1 


alors 


1 

1 — u(x) 


admet un DL a l'ordre n obtenu en effectuant la composee 


1+1 


Cl;X 


i =1 

et en ne gardant que les termes de degre < n. 

Exemples 

(1) DL a l'ordre 3 en 0 de f(x) — - 
Reponse: On trouve 


Y a i x ‘ ) +••• L«i*' 

0=1 / Vi=l 


■ X 


TTii = 1 + \ xl ~ l * 3 + 


(2) DL a l'ordre 3 en 0 de 


vtt: 


Reponse: On trouve 




(3) DL en 0 a l'ordre 2 de tan x. 

Reponse: On a tanx = x + ^x 3 + -^x 5 + -^-x 7 + x 8 £(x) 

3 15 315 

Exercice V.l DL en 0 a l'ordre 7 de ln(cos x). 

Ill 

Reponse: On trouve ln(cosx) = —-x 2 ~ x4 ~ 45 ^ + x 7 £{x) 


Exercice V.2 DL en 0 a l'ordre 3 dans chacun des cas suivant: 

1 . /(x) = cosh(ln(l + x)). 

2. /w - bLJO. 


3. /(x) = 


sin x sinh x 


x/l — x 2 

Reponse: on trouve : 

1 1 

1. cosh(ln(l + x)) = 1 + -x 2 — -x 3 + x 3 f(x). 

ln(l + x) 1 2 5, 7 4 4 , . 

2. —-- — x + -x 2 + -x 3 + — x 4 + x 4 e(x). 

X 1^ O X 

„ sin x sinh x , 1 A j- , 

3. —— x 2 + -x 4 + x 5 e(x). 

vT ^x 2 2 

Les calculs sont fait a l'aide de Maple. 
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VI Primitives et integrates 


VI.l Definitions-Exemples 

Definition VI.l Soit f : I —* C continue, on dit que F : I —> C est une primitive de / sur I si F est derivable 
et F' — f. On definit l'integrale de / entre deux points a et b de I, comme etant le complexe : 

[ = F(b) — F(a) qu'onnote [F(t)] b . 

J a 


Remarque VI.l Grace aux proprietes de la derivabilite, si / = g + ill et si G et H designent des primitives 
respectives de g et h alors G + iH est une primitive de /, done 


I f(t)dt— I R ef(t)dt + i f Im/(f)df. 
J tt J Cl J Cl 


Exemple VI.l J e lt dt — - [e !t ]| = o = - [e in — l] — — % — 2i. 


Theoreme VI.l Si a G I et f continue sur I, la fonction F a : x i-• Q f(t)dt est l'unique primitive de / qui 

s'annule en a. Si F est une primitive de / sur I, alors les primitives de / sur I sont les fonctions F + c, c G C. 


Remarque VI.2 On ecrit aussi / f(t)dt sans les bornes pour designer toute primitive de /. 


Theoreme VI.2 Si f : I —> C est de classe C 1 , alors pour tout x G I : f(x) — f(a) + 



VI.2 Proprietes 

Des proprietes sur la derivabilite, on deduit les proprietes suivantes : 


l.Linearite et relation de Chasles 

- Ia(m +g(m - j!fW + tfg(t)dt. 

- f b a Af(t)dt = A f a b f(t)dt. 

- j b mdt+ j^mdt = fif( t )dt. 

- s b a fm=Safm. 


2.1negalites 

- Si / et g sont reelles telles que f < g sur I et a < b alors J b f(t)dt < f b g(t)dt. 

- \f!f(t)dt\<f b a \f(t)\dt. 

Si a < b alors \Ja f{t)g{t)dt I < sup \f(t)\J b \g(t)\dt. 


fG [a,b] 
1/2 


f b f (t)g{t)dt < (f b |/(f)| 2 dt^j / . ^ \g{t)\ 2 dt^j , dans le cas de fonctions complexes, l'inegalite de 

Cauchy-Schwarz s'ecrit plutot: 


f(t)g(t)dt 


< 


mfdt 


1/2 


\g(t)\ 2 dt 


1/2 


Avec egalite si et seulement si / et g sont C -proportionnelles. 


21 



B. Seddoug. Mediane Sup, Oujda 


Fonctions complexes d'une variable reelle 


VI.3 Calcul d'integrales 

Integration par parties 

Theoreme VI.3 Soient f,g G C 1 (I,C) et a,b e I, 

f = \f(t)g(t)] b a ~ [ f'(t)g(t)dt. 

J a J a 

Preuve: Vient de la formule de derivation du produit fg... 

Remarque VI.3 La formule d'integration par parties s'ecrit aussi pour les primitives : 

J = f(x)g(x) - J f'(t)g(t)dt. 


Exemples 

(1) f In (x)dx. En posant f(x) = In x et g(x) = x, on trouve J ln(x) = xlnx — x. 

(2) f arctan(x)dx. En posant f(x) = arctan x et g(x) = x, on trouve / arctan(x) = x arctan x — In yl + x 2 . 

Integration par changement de variable 

Theoreme VI.4 Soient / : I —> 1R continue, g de classe C 1 sur / = f(I) a valeur dans C, et a, b G I, 

f f(g(t))g f (t)dt — [ gi ] f(x)dx. 

Ja J g(a) 

Preuve: Vient de la formule de derivation de la composee fog... 

Remarque VI.4 Pratiquement on pose x = g(t) et dx = g'(t)dt et on remplace les bornes a et b par g(a) et 
g(b). Cette formule est utilisee dans les deux sens. 


Exemples 

(1) I — Jq 2 sin 3 (f)df. En posant x — cos f et dx — sin (t)dt, on trouve 

rn/2 


I = 


J (1 — cos 2 1) sin(f)df = J (1 — x 2 )dx = 


lO 


X - X 

3 


(2) J = /q Vl — x 2 dx. On utilise la formule a l'envers, avec x — sin f et dx — cos (t)dt et les bornes 0 et nj2. 
J — J \/l — x 2 dx — j \J\ — sin 2 (f) cos(t)dt — J cos 2 {t)dt 


/ 0 

t / 2 1+cos(2 t ) 1 

~ a l — ~ 
2 2 


t + - sin(2f) 


n/2 

0 


TV 

4‘ 
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VI.4 Primitives de fonctions usuelles 


Fonction /(x) 

Primitive F(x) 

Ensemble de definition 

x" , n € IN 

1 „ x n+1 
n + 1 

R 

x a , a. E JR, a —1 

i 

1 jAH-l 
a +1 

]R* + 

1 

X 

In x 

R^URF 

e x 

e x 

R 

\nx 

x In x — x 

M* + 

sinx 

— cosx 

JR 

cosx 

sinx 

JR 

1 

1 + X 2 

artranx 

JR 

1 + tan 2 x 

tanx 

R\{y+ ttZJ 

1 + cotan 2 x 

—cotanx 

R\ttZ 

1 

Vl — x 2 

arcsinx 

]-bl[ 

shx 

chx 

R 

chx 

shx 

R 

1 — th 2 x 

thx 

R 

coth 2 x — 1 

—cothx 

R* 

thx 

In (chx) 

R 

cothx 

In \ shx\ 

R* 

I 

V X 2 + 1 

argsh[x) = In ^x + \J\ + x 2 ^j 

R 

1 

In x + Vx 2 — 1 = argch(x), x > 1 

R\ [-1,1] 




